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Problema 1. a) Aratati ci pentru orice numere reale a,b sic, (a+b+ 0)2 >3(ab+ac+bc).
b) Fie a,b,c numere reale pozitive cu suma 3. Aratati ca:
a b c 3
+ + >=,
2b+3 2c¢+3 2a+3 5

Barem de corectare.

a) Searatdcd a’+b>+c’ >ab+ac+bc, de unde (a+b+c)2 >3(ab+ac+bc). (8p)
b) Din inegalitatea lui Titu Andreescu, avem:

a b ¢ a’ b? c? (a+b+c)2
+ + = + + > 8p)
2b+3 2¢+3 2a+3 2ab+3a 2c¢b+3b 2ac+3c 2(ab+ac+bc)+3(a+b+c)
= 9 > 0 zé. (6.5p)
2(ab+ac+bc)+9 g(a+b+c)2+9 5
3

Problema 2. Fie triunghiul ABC si punctele £ € (AB) si F € (AC), astfel incat "El—g :% si

FC

1 . . .
A = T Dreapta EF intersecteaza mediana 4D (D € <BC’ )) in punctul G. Arétati ca G este centrul

de greutate al triunghiului ABC.

. 4 .
Barem de corectare. Din ipotezd, AE = 7AB si FC = %AC . (4p)

AG .= —_— .
Daca notam D =k, atunci AG = %(AB + AC ) (3p), de unde se obtine ca

_— A\ — . 4
EG=FEA+AG= E—— AB+£AC si EF=EA+AF=—£AB+£AC. (6p)
2 7 2 7 5
k_4 k
Cum EG si EF sunt coliniari, rezultd ca 2 47 =%, adica k:% (6.5p). Asadar, AG=§AD,
75

adica G este centrul de greutate al triunghiului ABC. (3p)

Fiecare problema se puncteaza de la 0 la 22.5 puncte si se acorda 10 puncte din oficiu
Orice alta rezolvare corectd se puncteazd corespunzator
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- -2
Problema 3. Rezolvati ecuatia [X > 3} = {x } .

Nota. [a] reprezinta partea intreagd a numarului real a .

x=3

-2
Barem de corectare. Din {T} = {x

3
x€[2k+3,2k+5)N[3k+2,3k+5).  (6.5p)

Deoarece [2k +3,2k+5)N[3k+2,3k+5) =D, daci si numai daca k €{-1,0,1,2} (8p), se obtine
ca x€[1,2)U[3.5)U[5.7) U[8.9) =[1.2) U[3.7)U[8.9) (8p)

}:keZ,seObginecé

n

. 1 .
Problema 4. Aratati ca H(l +—3j <3, pentru orice numar natural n >1.
k=1

Barem de corectare. Se demonstreaza prin inductie matematica ca P, = H(l +—3j <3-—. (5p)
k=1 n

Inegalitatea este verificatd pentru n =1 (2p). Presupunem acum afirmatia adevarata pentru un numar

=z 1 1
natural m >1 si demonstram ca e adevdrata si pentru m+1. Asadar, daca P, = H(l +—3j <3——,
k=1 m

Pm+1:m+l(1+i3j:Pm' 1+ ! - é(?a—i) 1+ ! ~ 1. (8.5p)
k=l k (m+1) m (m+1)

Dar, cum | 1+ ! 3
(m+1)

1
Asadar, P = I+—
k
k=1

atunci

(3_ljs3—Lc>mz—m+220,rezultécé P, S3—L- (6p)
m+1 m+1

1
]S3——<3,pentru n>1. (1p)
n

Fiecare problema se puncteaza de la 0 la 22.5 puncte si se acorda 10 puncte din oficiu
Orice alta rezolvare corectd se puncteazd corespunzator
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Problema 1. Fie z,,z,,z, € C, astfel ca |z| =|z,|=|z,| =1.

o1 1
a) Dacd z, +z, +z, =1, calculati —+—+—.
S RS

b) Daci z} +2z; +2; =0 si z, +z, +z, #0, determinati |z1 +2z,+ 2.

Barem de corectare.

I 1 1 —
a) Din ipoteza, rezultd ca —+—+—=2z+z,+z; =1 (3p), de unde

2Tz L
S (LL L](Lz 1,11 1 1 ] 5p)
Zy Zp Zy Z21Zy24 2y Zy Z3 J\Z1 Iy Iz L1Zy, Z1Z3  ZpZy

3 (1 | 1} {[1 1 1]2 ( 11 j}
= +|—+—+— || —F+—+—| -3 + +
212525 21 2, Z4 2L Z, Z4 212y Z1Z3  ZyZ4

2
_ 3 n l—i-i'i‘l . l+l+i _3m =1. (4p)
22,2, \2Z, 2, 2z Z, zZy, I 212723

b) Din ipoteza se obtine ca —2+Z—2+? =0, deunde z'z; +z;z; +z'z; =0. (3p)
1 2 3

Asadar, (Z1 +2z,+2z, )4 = ((z1 +z,+2z, )2 )2 = 4(2122 +2,2, + 2,2, )2 =8z,z,z, (z1 +z, +Z3) (4.5p), de

,adicd |z, +z,+2,|=2. (3p)

.« 4
unde rezulta ca |z1 +z, +z3| =8 '|21 +2z,+2z,

X
1+x°°

Problema 2. Se considera functia f:R — R, definita prin f (x) =

a) Aratati ca f'nu este injectiva si nici surjectiva,
1 1 1 1 1
b) Calculati . e =1 () .
) i f(2026j f(2025j f(2j ) 7(2) £(2026)

Barem de corectare. a) Se aratd ca functia f nu este nici injectiva (4p) nici surjectiva (4p).

b) Din f (lj ﬁ =1 (9p), obtinem cd produsul cerut are valoarea f(1)= % (5.5p)
X X

Fiecare problema se puncteaza de la 0 la 22.5 puncte si se acorda 10 puncte din oficiu
Orice alta rezolvare corectd se puncteazd corespunzator
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Problema 3. Arétati cd, daca numerele reale pozitive x, y si z, distincte doua cate doua, satisfac relatia
1 1 1 .
Ex _ By _ 87 , atunci x*yYz" =1.

y—z z—-X X—Y

lgx lgy gz
y—z z—-X X-Yy

lgx=k(y-z),lgy=k(z-x),1gz=k(x-y). (8p)
Asadar, lg(xxyyzz)=xlgx+ylgy+zlgz=kx(y—z)+ky(z—x)+kz(x—y)=0 (11p), de unde se

Barem de corectare. Daca =k, atunci

obtine ca x" y'z" =1. (3.5p)

Problema 4. Determinati functiile f:R >R, cu f (0) #—1 si care verifica relatia

f(x-f(y)+f(x+y))=y-(f(x)+1)+f(x),

pentru orice x,y e R.

Barem de corectare. Pentru x=0, obtinem ci f(f(y)) = y(f(0)+1)+f(0), vVyeR. (5p)
Din faptul ¢a f(0)#—1, rezultd ca f o f este bijectiva, de unde obtinem ci f este injectiva. (5p)
Luand in relatia din enunt y =0, obtinem ca pentru orice xe R, f(x-f(0)+f(x)) =f(x) (p),
de unde, din injectivitate, rezultd cd x-f(0)+f(x)=x < f(x) =x(1—f(0)) (5p). Din
f(O) =0, rezultad ca f(x) =x. (2.5p)

Fiecare problema se puncteaza de la 0 la 22.5 puncte si se acorda 10 puncte din oficiu
Orice alta rezolvare corectd se puncteazd corespunzator
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BAREM DE CORECTARE - Clasaa XI - a

2025 1

Problema 1. Fie matricele C =
2026 1

j si 4,BeM,(R), astfel incat AB = C . Demonstrati ca
-1

BA—(BA) =2026-1,.

Barem de corectare. Din det (AB) =det C =-1, rezultd cd matricele 4 si B4 suntinversabile. (3p)

Din AB=C = BA=A"CA= (BA) ' =(4"'C4) =4"'C"4 (9p), de unde obtinem c

BA—(BA) '=A'CA-4"C"'4=47"(C-C")4=4"(2026-1,)4=2026-1,. (10.5p)

xX—-sinx . _ . o : :
exista si este finita, calculati valoarea acesteia

Problema 2. Presupunand ca limita / =lim

x—0 x3

folosind schimbarea de variabila x =3¢.

Barem de corectare. Cum x > 0=¢= % -0 (@3p), avem

. 3t—sin3¢t .. 3t—3sint+4sin’¢
[=lm——=

0 270 i 274 ©p)

de unde se obtine ca [ = % (2.5p)

Nota. Pentru calculul limitei cu ajutorul regulii lui L"Hospital nu se acorda niciun punct.

-1 3

Problema 3. Fie matricea 4 = ( ) 4

J eM, (R) . Aratati ca urma matricei 4" este 1+2", pentru

orice neN".

Barem de corectare. Din Teorema lui Hamilton-Cayley, 4* =trd-A—det A-1 ,=34-21, (4p),
de unde obfinem ci A" =34"" 24" i tr( A" )=3-tr( A" )=2-1r(4"). (5p)

Dacé notdm r(4")=x,, sirul (x,)_, este definit de relatia de recurentd x,,, =3x,,, -2x,, cu

n=0
xy=tr(1,)=2 si x, =tr(A4)=3. Cum ecuatia caracteristica A*=3A+2=0 are radicinile 1 si 2,
termenul general al sirului este de forma x, =¢,-1" +c¢,-2". (10p)

Din x, =2 si x, =3, se obtine ca tr(A”)z x,=1+2". (3.5p)

Fiecare problema se puncteaza de la 0 la 22.5 puncte si se acorda 10 puncte din oficiu
Orice alta rezolvare corectd se puncteazd corespunzator
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Problema 4. Calculati limita lim sin (n;z . 3/ n+3n" +4n-5 ) .

n—®0

Barem de corectare. Deoarece functia sinus este periodica de perioada principald 27z, rezulta ca

n (n + 1) -7t este o perioada a functiei, pentru orice neN".  (6.5p) Asadar,

lim sin(n;ri/n3 +3n° +4n—5) =lim sin(mz%/n3 +3n° +4n-5 —n(n+1)7r) = (6p)

(n3+3n2+4n—5—(n+1)3)-n7r T \/g
= lim sin = sing = BN (10p)

{/(113+3nz+4n—5)2 +%/n3+3nz+4n—5(n+1)+(n+1)2

Fiecare problema se puncteaza de la 0 la 22.5 puncte si se acorda 10 puncte din oficiu
Orice alta rezolvare corectd se puncteazd corespunzator
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Problema 1. Sa se calculeze

) |

, 7 € (0,+00);
- 1+x'\/x~\3/x~\4/a:-...202\6/;]

dx z’
b) | ——— si | ———dz, z€ (0,400
f:z:4—|—3:c2+1 fx4+3a:2—|—1 ( )
Barem de corectare. a) Dacd notaim o« =1+ —

1 1 1 .
+—+...4+ ——, atunci
2! 3! 2026!
a—1
fd—x:f l_x_ dlenx—lln(l—i—xa)—kc
x(1+x“) r 142" a

(10.5p)
b) Notam cu [ si J primitivele cerute. Deoarece

1 S
T =—=arctg—=%+c (4p)
1 2
o+ |+3 [x_lJ 5 5 V5
z T
/
1_% [:E—l- 1
x
J—I—f L dx:f > dr = arctglz +—|+c  (4p)
2 1 1 z
e 4| +1
z T
se obtin
x L x L
1 . 1 1l 1 .
:——arct L _arctglz +—||+c, J==
2| 5 T S

——arctg L 1 arctg
2|5 J5

1
T+—||+c. (4p)
x

Problema 2. Fie f :

[0,

7] — R o functie care admite primitive si care verifica relatia:

f(z)-sinz — f(r — ) = cos’ z
Sa se determine functia f si primitivele ei

Vz €[0,7].

Fiecare problema se puncteaza de la 0 la 22.5 puncte si se acorda 10 puncte din oficiu
Orice alta rezolvare corectd se puncteazd corespunzator
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Barem de corectare. Din relatia data, prin substitutia x «— 7 — x, respectiv prin Inmultire cu sin z,
obtinem

f(mr—2)-sinx — f(r) =cos’z si f(x)-sinz— f(r—z)-sinz =cos’z-sinz  (8p)

de unde, prin adunare avem ci —f()- cos” z = cos’ x - (1 + sin a:), Vz € [0,7]. (6p)
Asadar, f(z) = —1—sinz, pentru z € [0,7]— {g} Dar, cum functia f admite primitive, ea are

proprietatea lui Darboux. In consecinta f (z)=—1—sinz §i F (:v) = —z + cosz + ¢, pentru orice

z €[0,7]. (8.5p)

Problema 3. Fie (G,") un grup si H o submultime proprie a lui G (H = H = G), cu

proprietatea ca pentru orice elemente x € H siy € G — H ,avem z-y € G — H . Sd se arate ca H
este un subgrup al lui G .

Barem de corectare. Din ipoteza, multimile H si G — H sunt nevide.
Aritam mai inti ci elementul neutru e este in H. Intr-adevir, in caz contrar, daci e ¢ H, pentru

un element 2 € H, din ipoteza ar rezultacd t =z-e € G — H. (6p)

Fie € H i inversul siu 2z '€ G. Daci 7' € G — H,atunci se ajunge la contradictia
e=gxx ' €G- H. Asadar, z ' € H. (6.5p)

Pentru z,y € H ,dacd zy € G — H, atunci se obtinecd y = (ajy) € G — H, ceea ce contrazice
ipoteza y € H. Asadar, xy € H. (7p)

Din cele de mai sus, rezultd ca H este subgrup al lui G. (3p)

Problema 4. Pe multimea G = [0,1) se defineste legea de compozitie z x y = {z + y}.

a) Sa se arate cd ((G,*) este un grup abelian;

b) Sa se arate ca pentru orice n € N*, grupul (G,*) are un subgrup izomorf cu (Zn, —I—) )
Noti. {a} reprezinta partea fractionara a numarului real a .

Barem de corectare. a) Demonstrarea faptului ca (G,*) este grup abelian (16.5p)
({x + y} € G (2p), comutativitatea (2p), asociativitatea (4.5p), existenta elementului neutru (4p),
simetrizabilitatea (4p) )

1 2 —1
b) De exemplu, se demonstreaza cd multimea H = {0, — ey n ]» este un subgrup ciclic al lui
n n n

G sica H =Z . (6p)

Fiecare problema se puncteaza de la 0 la 22.5 puncte si se acorda 10 puncte din oficiu
Orice alta rezolvare corectd se puncteazd corespunzator



